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I7.· VARIABLES ALEATORI AS
7.1. Iden~i~ica las siguien~es variables alea~orias como discre~as o con-
t.í rurass:
a) La al~ura del agua en una represa.
b) Número de personas esperando ser atendidas en una sala.
c) Número ~o~al de goles ano~ados en un par~ido de fú~bol.
d) Número de reclamaciones recibidas por una Cia. de seguros.
e) La can~idad de lluvia que cae en la Cd. de México en la si-
guien~e semana.
1) Tiempo de reacci ón de un conduc t.or de aut.omóv.í 1 cuando se
enfrenta a un peligro Inmí.rierrí.e .
e) El número de bac~erias por cm3 de agua po~able.
h) El númer-o de cuerrt.as vencidas en una t.Lorida en un dia par-
~icular del mes.
i) Su presión ar~erial.
j) Su ri~mo cardiaco.
SOLUCION
a) La alt.trr-a del agua puede tomar cualquier valor entre ° y laal~ura máxima. en la represa. Por lo tanto. es corrt.Lnua .
b) El número de personas puede ~omar cualquier valor en~re eo,
1, 2 •..... . ) . Por lo tan~o, es df s cr et.a ,
c) D~scre~a. por la misma razón que en Cb) .
'd) Discreta, por la misma razón que en ceo
e) Con~inua. ya que es~a can~idad puede ~omar cualquier valor
real posi~ivo o cero.
f) Con~inua> por la misma razón que en Ce).
e) Dí.sscr e-t.a ,
h) Discreta.
O Corrt.Lriua ,
j). Corrt.I ntra o d í sscr-e t.a , según la manera de hacer la medición o
según el apara~o con que se realice.
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7. 2. Di buj a una gr á f Lca del ti po que deber i a ser 1a f uric í ón de densi dad
de las siguientes situaciones:
a) La estat.ura de los individuos en una poblaci6n especifica.
b) El peso de los individuos en una población específica.
e) El ingreso f'amiliar. Piensa en una colonia rica y otra pro-
let.aria, por ejemplo. Lomas de Chapult.epec y Azcapot.zalco.
respect.i vamente.
d) El tiempo de vida de las personas.
e) La demanda de agua en las di f e-r errt.e-s horas del día.
f) Número de personas en una tienda a las dif'erentes horas del
día.
SOLUCION
a) Si uno observa las es'Lalur"as de las personas en un grupo, es-
t.ass tienden a agl1..ltinarse alrededor de una eslatur'a "media"
en forma simétrica habiendo pocos "chaparros" y pocos "al-
tos". Por lo tanto, una gráf'ica de esta distribtlCión es del
tipo:
MEDIA ESTATURA
b) Comoel peso de las personas está en f'unción de su es'l,atura y
del tipo de alimentación; en un grupo específ'ico,' estas dos
car act,er í sti cas son comunes ent.r e sus i ndi vi duos. Así. 1a
gráfica es muy parecida a ea),
c) Al analizar el ingreso f'amiliar en una colonia como Lomas de












Si est.amos habl ando de una pobl aci ón como los habi t.ant.es de
la Cd. de México o de la República Mexicana, podemos observar
q,-Ieexi st.en una gr an cant.idad de fami 1ias con ingr esos baj os,
pocos con ingresos medios y muy pocos con ingresos alt.os: la





d) Las personas, en una sociedad como la nueslra, regularmenle
mueren, en los primeros afíos de vida o después de los 60 afíos
(aproximadament.e), por lo t.ant.o,est.a variable t.iene una dis-
t.ribuci6n:
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e) La demanda de agua erl las colori.i ass donde hay muchas casas
habi t.a.cí 6n debe ser al t.a por 1a mañana (uso del baño). baj a a
medi a mañana. al 'la a medi o di a (agua usada ert 1a comí da) •
baja a media t.arde y alt.a por la noche (agua usada en el baño
y cena). Por lo tanto. la distribución debe ser más o menos:
Demanda
de agua
MAñANA TARDE NOCHE HORA
DEL DIA
Est.e es un diagrama bivariado porque est.á mcsst.rarido la relación
en'lre dos var i abl e. no es un í var iado como en los inci sos arrí.er- ior- es.
f) La distribución del número de personas en una t.ienda debe ser
parecida al inciso ee) pero con los picos a media mañana y un
pi co mayor a medí a t.arde. aunque en di as de qui nceria , 1a





7.3. Un vendedor calcula que cada ertt.revista con un cliente lleva a una
venta con probabilidad 0.2. Cada dia en'lrevist.a a dos clien'les. Cal-
cula la distribución de probabilidad del número de client.es que fir-




Denotemos por V y V a los eventos. venta en la primera y segunda
1 2
entrevi sta respecti vamente. Entonces. el espaci o muestral del ex-
perimen"lo lo podemos dividir en
0= n O = + V"V + V V" + V"V"
1 2 1 2 1 2
donde el superindice (") significa complemento. La división se mues-






1 2 1 2
V V" V/V"




Sea X la variable aleatoria que denota el número de clientes que
firman con"lrato de venta_
La asociaciÓn entre el espacio muestra O y los valores x que toma X
Crecuerda que en realidad X es una función del espacio muestra O a















donde resal 'la que el rango de .1a val'iable alea tor i a X es ~O. 1. 2} _
También resalta la corr-espondencia entre eventos de O y el lenguaje
de números reales para los que fácilmente podremos encontrar el va-
lor f(x) a cada número x prefijado_ Por ejemplo. cuando queremos co-
nocer f(O)= PCX=O). mejor nos pregun'lamos qué signilica el evento
CX= O) en el espacio O y observamos en el esquema anterior que co-
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rresponde al evento intersección V/ V'. Por lo que
1 2
fCO) = PCX=O) = PCV'V') = PCV')PCV') = CO.8)(0.8) = 0.64
1 2 1 2
Simi 1armente:
f(1) = PCX=l) = pev'v U V V') = PCV'V ) + PCV V')
12 12 12 12
= PCV')PCV ) + PCV )PCV') = 2(0.2)eO.8) = 0.32
1 2 1 2
f C2) =.: PCX=2) .- PCV V ) = PCV )PCV ) =.: CO. 2)CO. 2) =.: O. 04
1 :2 1 2
Por lo tanto, las funciones de densidad y de distribución nos que-
dan como:











7.4. Se lira un volado tres veces. Deí'ine la variable alealoria X como el
número lotal de águilas que resullan en el experimento. ¿Qué valores
x loma la variable X? Muestra la asociación de la regla X, dando su
dominio y su rango. También da la función de densidad punlual de X.
SOLUCION
El espacio muestra es
8
/0= iCa,a,a).(a>a,s).(a,s~a).(s>a,a).Ca.s.s),(s,a,s).Cs.s.a),(s.s,s)}
La contabilización de águilas que hace la variable X equivale a la
~unci6n (asociación) que se describe en el siguiente esquema:
x
ea. a. a) •
Ca, a. s)
·3Ca, ss , a) •Cs,a,a) .- f-.




~CO)= p(x= 0)= pUCs,s.s) n= ~
f'el)= P(X= 1)= p({Cs.s,a).Cs,a,s),Ca.s.s) n= ~
f'(2)= P(X= 2)= P({Ca,a,s),ea,s,a).Cs,a,a) n= ~
f'(3)= p(X= 3)= p({ea,a,a) })= ~
En resumen














(.6. Un llavero contiene 4 llave~ de una oficina que son idénticas en su
apariencia. Sólo una abre la pl..lertade la orí c í ria. Supont;;jamosql..lR:;?se
selecciona una al azar y se prueba, si no es la llave adecuadi...,se
selecciona al azar una de las tres restantes, si esta última no es
la llave adecuada, se selecciona una de las dos restantes, etc. Sea
X el número de llaves que se 'lienen que probar has'la encontrar la
llave que abre. la puerta de la oficina CX == 1,2,3,4). Erscuerrt.ra la
dis'lribución de probabilidad de X.
SOLUCION
Si X es 1a var iabl e al eator ia ql..ledenota el número de 11 aves proba-
das ha st.a encont.rar la llave'de la puerta entonces, el rango de X es
il.2,3.4~. Para obtener las probabilidades de cada uno de estos cua-
t.r o punt.os, supón ql..lepodemos dis'linguir o marcar las 4 llaves por
ejemplo la llave dorada Cd), la plateada Cp), la verde Cv) y la ne-'
gr'a Cn). Tambi én sup6n que ordenamos las 11aves según 1a secuenci a
en asi el ct..lar'leto 01. 01.. 01.) si gni Í i ca
2 3 4-
la llave Ol que puede ser cual-
1
segunda llave que probaremos
que serán probadas, COl,
1
que la pri·mera que será probada será
quiera de las cua'lro llaves, 01. será la
2
elegida de entre las tres restantes, e'lc.; es'leorden lo podemos dar
de 4! formas. Por ejemplo, la ordenación COI., 01., 01. , 01. )= Cd,p,v,n)
- 1 2 3 4-
significa que primero probamos la llave dorada, después la plateada,
enseguida la verde y por úl'limo la negra. La ordenación
(01. ,ex ,ex .o ) = Cri,v, p ,d) si gni fi ea que primero i nt.en'lamos 1a 11 ave
1 234-
negra, después la verde, etc.
Si la verdadera llave es la negra. el resultado w = (v,n,p.dJ impli-
ca que X= 2. El resultad6 w = (v,p.d,n) implica que X=4. El evento
x= 1 sucede con cualquiera de los siguientes intentos:
Cri,v, p, d), Cri,v ,d, p>; Cri,p, v ,d), Cri,p ,d, v), Cri,d, v, p), en, d, p ,v) .
¿Te Í i j asta? Si fi j amos la negr a como el pr imer int..ento, entonces
restan 3 llaves para elegir en los 3 intentos restantes, o sea. 3!
formas de realizarlos. Por supuesto que si la puerta abre en el pri-
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mer- intento, no vamos a r-ealizar los restantes. sin embargo. deben
considerarse porque la derinición clásica de probabilidad debe apli-
carse cuando los resultados son igualmente probables. Así:
PCX=l) 3!= --¡y- 1= -¡-
De la misma rorma: PCX=2) = PCX=l) = PCX=3) = PCX=4). Por lo tanto.










1 2 3 4
{
O si x < 1
1/4 si 1 S x < ;2
F(x) = 2/4' si 2 ::; x < 3
3/4 si 3 ::; x < 4






~ xI I I
1 2 3 4
SOLUCION II PARA ESTE MISMO PROBLEMA (7.5>.
Se puede simpliricar el experimento anterior al esquema de seleccio-
nar en una urna con cuat.ro bolas distinguibles por color (o número).
Supón como antes que: la llave que abre la puerta es la negra. En-
tonces nos preguntamos por la probabilidad de los event..osA.. ex-
•traer la bola negra en el i-ésimo ensayo (sin reemplazamient..o). Tam-
bién observa que Aí= eX=i) de modo que P(Ai)= P(X=i) para i=1.2.3,4.
Ahora. A
1
quiere decir ext..rarbola negra en el primer ensayo. P(A
1
)=
1/4, ya que t..endremos1 oport..unidaden 4 de ext..raerbola negra; por
lo que P (A1) = P (X=1)= 1/4.
Si queremos obtener la probabilidad de A hay que observar que, para
2
11
que A se verifique necesitamos que en la. primera extracción selec-'2 .
cionemos cualquier' bola excepto la negra y en la segunda seleccione-
mos la bola negra, esto es
A == A" n A21:<:
per o esta pr- obabi 1i dad es f'áci 1 de cal cul al' usando 1a ley produc to
de probabilidades
asi que
Por los mismus argumentos podemos observar que
y
Por consiguiente
P (A3) == P (A~)P (A; IA~)P (A3IA~ n A;)
321 1
== --;r-<~. 2 =--;r-
P(A4)= P(AJp(A;IA~)P(A~IA~ n A;)P(A4IA~ n
3 2 1 1::::4-'~'a-'1 = --¡-
7.6. Con el objeto de verificar la exactitud de su contabi+idad. las com-
paf'íias u'li1izan auditores regul armen'le para ver'ifi c ar- las anotaci 0-
nes en sus cuen'las. Supongamos que los empleados de la compa~ia ha-
cen anotaciones err6neas el 5% de las veces. Si un audit.or revisa al
azar 3 anotaciones:
cD Eric uerrt.r a la distribuci6n de proba.b.íLí dact del número de errores X
detectados por el auditor.
b) Encuent ra 1a probabi 1i dad de que el audi t.or- detecte más de un
error.
SOL..UCION
a) Sea X la variable aleatoria que denota el número de errores de-
tectados por el auditor, el rango de X es {O.1.2.3}. Sea E. el
L
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Ieven~o.de ob~ener error en la i-ésima ano~ación revisada. Supo-
niendo independencia en~re los even~os E .•
t
calcular las probabilidades pedidas:
podemos
PCx=O) ==PCE "'E/E") ==PCE/) PCE/) PCE ") ==CO.95)3
1 2 3 i 2 3
PCx=l) == PCE E/E/ U E/E E" U E/E/E ) == 3(0.05)(0,95)21 2 :3 1 2 3 1 :2 3
PCx=2) ==PCE E E/ U E E/E U E/E E ) = 3CO. 05)2CO. 96)1 2 ::1 1 2 3 1 :2 3
PCx==3) == PCE E E ) = eo. 05) 3
1 :2 :3
Por lo ~ant..o.las Iunciones de densidad y dis~ribuci6n son:
{
0.857 si x ==O
{
O si x < O
0.135 si x .- 1 0.867 si O S x < 1
re-o == 0.007 si x ==2 F(x) == 0.992 si 1 S x < 2
0.001 si x = 3 0.999 si 2 S x < 3
O en o~ro caso 1 si x ~ 3
b) PCX > 1) ==1 - PCX S 1) ==1 - F(1) = 1 - 0.992 = 0.008
7~7. Un lo~e con~iene 24 ~ransist..ores de los cuales 4 son defec~uosos. En
un proceso de inspección se ~oman 4 ~ransis~ores al azar dé es~e 10-
~e y se examina"n para ver si son o no son deIec~uosos. DeIine la va-
riable alea~oria X que denota el número de ~ransis~ores defec~uosos
en la muest..ra.
a) Dá el rango de X.
b) Encuen~ra la PCX == x) para cada x en el rango de X.
SOLUCION
a) Como en l~ mueg~ra ~o~da dQ lo~ 24 ~ran~i~~orQg pUQdQ h~bQr 0.1,
2,3.4 ~ransistores defectuosos entonces, el rango de X es
{0.1.2,.3,4}.
b) PCX=O) = (20rlJJ) = 4846 == 0.45510626
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PCX=2) 2 2 1140 0.107:::: :::: -10626 =24
4
1If- 80P(A,--3) -- 1!3 :::: ::: 0.00810626
PCX=4) = 1 .-.0.000= 10625
7.8. Una máquina t.ermina un arLículo en un liempo alealorio w elegido al
azar enlre 3 y 4 horas. o sea que. () :::;;[3,4). Sup6n que su coslo al
lel-mifiarlo depende del t.I empo lomado en su ela.bor-aci ón y que est.e
coslo indi eado por' X. est.á dado por: X = XCw) ::::5w2.
a) Dá el rango de X.
b) ¿Qué signi~ica (45 < X < 60)?
c) Encuent.ra la probabilidad que el coslo de un articulo eslé enlre
:- J 60.
SOLUCION
a) R X :::: [45,80]
b) Et'lel lenguaje de pesos, es el conjunto de lados los punlos en el
espacio ":'Iueslral.que bajo la var.iable alealoria X laman valores
enlre 45 y 60; o sea. es el conjunto de art.iculos cuyo costo de
producción oscila enlre 45 y 60 pesos.
En el lengn-:..;c-del espacio muestra Cliempo de producción) observa
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/lo siguiente: Si un articulo se fabrica en un tiempo w su costo
, 5 2 ,sera x= w y sl.su costo es x. su tiempo w será Así
si cuesta 45 pesos, significa que se fabricó en w= ho-
ras; sirrolarmente si cuesta x= 60 pesos. w= Y'6~ ':= 3.4641 hor~s.
c) Observa que p.ara que un art.t culo cueste ent,re 45 y 60. su tiempo
de fabricación debió de haber sido entr-e 3 y 3.4641 horas. Como
se está haciendo la suposición que un articulo cualquiera tiene
la misma "oportu,nidad" de fabricarse en cualquier tiempo que
es-lé entr e 3 y 4 hor as entonces. esta pr'obabi 1idad debe ser el
tamaño relativo del intervalo (3.~ ) con respecto a [3,4] o
sea (~- 3) / (4 - 3). que es igual a 0.4641. Lo anter-ior-se
puede expresar en símbolos como:
Sea A = {w Iw E O. 45 < XC w) < 60}
P X CA) == P (45 < X < 60) = P ( 14~ , /60'<w(-y=';; 5 J
= P(3 < W < ~) = ~ -- 3 == 0.4641
7.9. Un fabricante lider ofrece 4 años de garantía en los televisores que
produce reemplazando sin costo el aparato cuando el cinescopio falla
en ese periodo. Se estima que la vida del cinescopio usado por este
fabricante tiene una función de densidad de probabilidad:
{ -l/iO si t. ~ OefeD iO= O en otro caso.
a) ¿Qué porcentaje de televisores tendrá fallas durante el perio-
do de garantia?
b) ¿Durante un año?
15
a) Sea X la variable aleat.oria que denota el tiempo de falla en años
del cinescopio; asi, la probabilidad de que un televisor- falle
durante el periodo de garant.ia es:
PCX ::; 4)
4
J ~- -·t./iOe dt. ::::1 - -4/10e 0.33
o
Por lo t.anto, el 33~ de los televisores rallan durante el periodo
de garant.ia. de 100 vendidos t.endremos que reemplazar 33 televiso
res Ct.e6ricamente).




I-+ -1./10 de 1. 1 - _.1/ 10e :;;0.096
o
Por lo t.anto, el 9.5% de los televisores fallan durant.e el primer
af'ío de uso.
Not.a que si hubiéramos calculado la función de distribución acu-
mulada FCx)= P ex ~ x) para cualquier número x , las pregun"las an-
"leriores f'ácilmen"le se con"les"lan, ya que para la primera bas"la
con evaluar FCx) en x= 4 y la segunda en x= 1. La f'unción de dis-
tribución en es"le ejemplo es ampliamente conocida y fácil de en-
cont.rar. de hecho se hizo veladamente ant.eriorment.e. La calcula-
remos para que veas cómo luce para es"la variable X que es conti-
nua y la cont.rast.es con las distribuciones escalonadas que hemos
estado presentando para variables discretas.
x













FCx) = P (X ~ x) = f fe t) dl = f 1~ e- t /' 10 dt = 1 _ e-X/lO
-00 o
Cuando conoces la función de distribución acumulada FCx) puedes
contestar todas las preguntas acerca del fenómeno: probabilida-
des de cual qui er even lo C i nter val os semi abi or- tos. semi cer rados •
elc). incluso la caja con bigotes. Te dejamos un espacio para que
bosquejes la gráfica de FCx) y la caja con bigotes. Te ayudamos
con la pr i mera.
x
1 4. 6.Q 10 210 30
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1.10 La can'lidad de pan Cen cientos de kilos) que la p.ari.í fí c aclor a "El Ro--
sal" puede vender en un di a es un fenómeno al ealoroi o con una f. d. p.
dada por:
o :$ x < 6
.5:$ x :S 10
en olro caso
a) Encuen'lra el valor de A para que fex) sea una función de densidad
b) ¿Cuál es la probabilidad de que el número de kilos de pan que
sean vendidos maf'íanaexceda los 500 kilos?
SOLUCION






Dado que el área debe ser' igual a 1. podemos eric orrt.r ar- geomé'lri-
camen'le el valor de la conslanle A.








1por lo que A= 26
Si sabes cálculo inlegral. puedes hacerla de la manera siguien'le:








~6 A + 100A _ 60A __ 10~ A + 2~ A ==1
A
b) Para que el número de kilos vendidos exceda a los 600. debe ocu-
rrir que X > 5:
10 10
J 10 10x 2- x dx - xPCX > 6) ::: - 25-- = ::: 1/226
:5 5
¿Cómo cont.est.arias si conocieras la función de dist.ribución acu-
mulada FCx) = PCX ~ x)? Fácil: PCX >6)= 1 - PCX < 5)= 1 - F(6). El
problema seria encont.rar
x
FC x) == PC X s x) = J re t.) dt.
-00
pero aqui cuidado al encont.rarla porque la fCt.) cambia según el
valor x hasta el cual quieres acumular. Cuando quieras acumular




si x < O
Cuando vas a acumular hast.a un x que est.é ent.re O y 5 kilos Cmí-
les), result.a
x x
FCx)==J 2~ dt.= 1 t.2 1 [ ~2 0]= 1 2t. :::; x26 2 26 50
o o
Cuando acumulas hast.a x mayor a 5 kilos. pero menor a 10 kilos
resulta
:5







J 1 t. dt. +26
o
xJ 2~ (10 - l)dt.
5
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La primera integral del l~do derecho es 1/2, ¿por qué? correspon-
de al ár ea del pr' imer tr i ángulo y vi s ua l ment.e vemos que es i gt.ra l
al t.riángulo derecho (la función es simét.rica) y por lo t.arrt.o , el
área del pr i mer t.r i ángulo es 1/2.
FC x) ==
x





Cuando acumulamos a un x mayor a 10, result.a
5 10 x









o x :S O
1 2



















0.20 0.26 0.15 0.10 0.05
a) Encuent.-ra la ~unci6n de dist.-ribuci6n de X.
b) Encuent.-ra la probabilidad de que un pedido pase de 4 usando FCx).
c) Encuent.-ra la probabilidad de que un pedido sea inferior a 2.
d) ¿Para cuál x se t.-ienep(x < x) = 0.7?
e) ¿Para qué valor de x se t.-iel"leque P eX ~ x) = 0.3?
SOLUCION
a) 0.00 si x < O
0.10 si O :S x < 10.26 1 :S x < 2
FCx)= 0.46 si 2 :S x < 30.70 si 3 :S x < 40.85 4 :S x < 5
0.95 si 5 :S x < 6
1. 00
si x ~ 6
FCx)






I I I I I I • x
O 1 2 3 4 5 6
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o) P [x > 4) 1 --- P (X S 4-) - 1 __ o P(4) ::.. 1 -- 0.85 ::: O. 1 P-j .L ,~
P ex 2) .-e) < == FC2 ) == 0.25 donde FC2 ) denot.a el 11 mi t.e por la iz-
qui erda de 2.
d) Inspecci.onando la función FCx) o su gráfica deducimos que esto es
válido para 3 5 x < 4
p (X :-:..- x) P (X x) -e) Nola que ::: 1 - < 1 - FCx ) donde FCx ) es el
1 i mi t.e ant.es de x. Ahora, como P [x ~ x)= 0.3, rossu.lla que
- :s;FCx ) = 0.7 Est~a igualdad se sost.iene cuando x cumple 3 x < 4.
'r, 12 Una gasol i rior a se abast.ece una vez a 1a semana de gasol i na. Si el
vol umen semanal de ven tas en mi 1es de 1i t.r- os es una var iabl e al ea--
t.oría con densidad de probabilidad igual a :
Hx) = {
KC1 4- x) o < x < :J.
o en olro caso
a) Encuent.ra el valor de K
b) ¿Qué capacidad debe t.ener al tanque de almacenamient.o de la gaso-
linera para que la probabilidad de que se quede sin gasolina en




J KC1 ~ .. dx ::: 1X..J
o
1 1
J KCl X)4 dx KCl x)5 K::: ==6 c::'J
o o
Por lo t.ant.o, K 6.
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Ib) Observa que si X es la variable a)eatoria que denota en número
de litros vendidos. queremos encontrar un valor t para el que se
tenga que: p(X ~ t) = 0.99. ya que si t ~uera la capacidad de
nuestro tanque y comenzáramos con tanque lleno; entonces, la pro-
babilidad de quedarse sin gasolina en una semana. seria equiva-
lente a vender más de t litros de gasolina o
p(x> t)= 1 - p(X::; t) = 0.01, por lo tanto, debemos resolver':
t.
PCX ::;t) = J 5(1 - X)4 dx = 0.99
o
l
0-(1 - >0' 1
0
= - el - t)' + 1 = 0.99
asi, ~ ,t = 1 -0.01 6 t= 0.602 miles de litros.
7.13 Un autobús viaja entre las ciudades A y B que están a 100 km de dis-
tancia. Si el autobús tiene una descompostura. la distancia del lu-
gar de descompostura a la ciudad A tiene una distribución uni~orme
entre eO.l00). Hay estaciones de servicio en la ciudad A y en B y en
el centro de la ruta entre ambas ciudades. Se sugiere. que seria más
e~iciente tener 3 estaciones de servicio localizadas a 25, 50 Y 75
km, respectivamente de A. ¿Es cierto o ~also? y ¿por qué?
SOLUCION
Observa la siguiente ~igura. los puntos denotan la colocación de las
estaciones de servicio:
A ~ e eB GEOMETRIA ACTUAL
A • • e B OEOMETRIA SUGERIDA
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Coloquemos las marcas x y y a 1/8 y 7/8 respectivament.e de la dis--




Observa que si el aut.obús tiene una descompostura en cualquier punto
entre x y y, la distancia viajada de est.e punt.o a la est.ación de
servicio má s cercana es menor- o igual a la geometria sugerida que en
1a act.ual. Por lo t.arit.o , una descompost.ura ent.re x y y es mej or- "su-
f'rirla" en la geomet.ria sugerida que en la actual.
Ahora, si se tiene una descompostura fuera del intervalo Cx,~. en
la geometria sugerida~ se viajará una distancia menor o igual a 1/4
de la distancia total, pero t.ambién en la geometria act.ual existen
punt.os con estas caracteristicas (1/4. 3/4). Como la distribución de
las descompos~uras es unif'orme. concluimos que la geometria sugerida
es la mejor.
Una forma más rigurosa de prob ar- lo anterior es: ca.IcuLar- la distan-
cia esper-ada de la descompostura a la estación de ser-ví c í c más cer-
cana en ambos casos y ver que en la geomet.ria sugerida es menor que
en la geomet.r-ia actual.
7.14 En un gr"upo hay 6 mujeres y 5 hombres que Sé clasif'ican u ordenan de
acuerdo a sus calif'icaciones obtenidas en el examen.
Sup6n que en el examen no hay dos cal i ficaci ones igual es. Tambi én
corissi de-r-a que todas las posibles clasif'icaciones son igualment.e pro-
bables. es decir, t.odos los est.udiant.es son igualmente compet.it.ivos.
Sea X el rango más alt.o ocupado por las mujeres. Por ejemplo. X= 1
signif'ica que el primer lugar f'ue obt.enido por una de las mujeres.
X= 2 signif'ica que el primer- lugar- lo ocupa un hombr-e y el segundo
lugar f'ue ocupado por- alguna de las mujer-es,
i) Enc us-nt.r-a P (X::: x) para cada valor posi ble de x.
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/ii) Encuentra la función de distribución de X.
SOLUCION
El problema de ordenar a los estudiantes de acuerdo a sus califica-
ciones se puede visualizar de dos maneras:
i) Via como selección de bolas de una urna.
ii) Via como colocación de fichas en celdas.
Primer veremos el primer enfoque y el otro sólo lo comentaremos.
Considera que cada estudiante se identifica con una bola según la
lista del grupo, su teléfono u otra caracteristica.
Entonces se t.iene una urna con 10 bolas. De est.a urna se hacen 10
selecciones ordenadas: la primera ext.racción corresponde al primer
lugar, la segunda extracción corresponde al segundo lugar y asi su-
cesivamente. Asi, si en la i-ésima extracción se obtiene la bola o.,
I
se entiende que el lugar i lo obtuvo el estudiant.e a .. Esquemática-
1
mente tenemos la siguiente asignación





Considera que las primeras 6 bolas se ident.ifican con las mujeres y
las bolas de la 6 a la 10 identifican a los hombres. Asi el conjunt.o
de M de mujeres es M= ~1.2,3,4,6~ Y el conjunto H de hombres es
H=~6,7.8,9,1 O~.
El espacio muestra es
01
2
,. . . , 01 ); 01.. E e1,2 •... ,10), 01..
10 1 1
Por ejemplo, la selección w == (5,10,9,8.7,6,4,3,2,1) indica que el
primer 1ugar lo obt.uvo una mujer e 1a mujer 5), los sigui ent.es 1uga-
res corresponden a los hombres (los hombres 10,9,8,7,6) y los últ.i-
mos lugares fueron ocupados por mu j er-es (4,3,2,1). Observa que su
tamarlo es
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Para conocer la probabilidad de que una mujer ocupe el primer lugar.
P (X== 1). obser ve que el evento [x == 1) cor-r-esponde a lo sigui ente:
(a ,O( ,.., , ()! ): Xe w) == 1 l1 2: 10 (
(a , 01 .." , (.1( ) : a E{ 1,2, . _. ,6) l
1 2 10 1 (
Este event.o corresponde a que eJ. primer lugar sea ocupado por la mu·-
jel- O/. cual qui era de ell as, o sea,
1




E M= {1, 2, . , , ,5) Y los
personas o . que restan
si -
sin
importar el sexo, o sea que:
O( e{1,2,." ,10)- {a }-
2 i '










El evento ~= 2) corresponde a que el primer lugar lo haya obtenido
el hombre o • o sea, a E {6,7,8,9,10), que el segundo lugar lo haya
1 1
obtenido la mujer O2, es decir 0(2 E {1,2,_ ..,5), Y los otros lugares
j los hayan obtenido las personas a. de cualquier sexo, por ejemplo,
J .
el tercer lugar lo obtuvo una persona 03 E {1,2,. _. ,lO> - (0(1,0l2);






El evento (X= 3) signif"ica q1..1e el primer- lugar lo obtuvo el hombre
1ugar losegundo lugar lo ob~uvo o~ro hombre D(z' el tercer




los alumnos, o sea:
o E H= (6, '7,8,9,10)
1
o e H= {6,7,8,9,10} (a )
2 1
O/. E M= {1,2,3,4,6)
3
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Simi 1a r merit.e :
/
Ol E{l ,2, ,lO} - {Ol .<X ,<X )
4 1 2 3•••
<X,E {l,2,_. _ ,10) - {Ol ,<X , ••• ,<X, )




P (X= 4)= 5-4-3-5-6-5-4-3-2-1 5::=lO! 84
p (~== 5)= 5-4-3-2-5-5-4-3-2-1 5=: ----lO! 252
P (X::: 6) == 5-4-3-2-1-5-4-3-2-1 5!5! 1== =lO! lO! 252
p (X==7) ==P (0) ==O


















1 si 6252 x=
O en ot.ro caso
x1 2
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La f'unción de dist.ribución FCx)= P (X < x) es
r O si. x / 1.-,
1 si 1 s < 22 x
14
si 2 :$ < 318 x
FCx):;:: 3~:3 si 3 ~ < 436 x
1
82
si 4 ~ < 684 xI
1
I 261 si 5 < < 6252 x
l. 1 si. 6 ~ x





2 4 !3 6 x
OTRA SOLUCION
S~p6n que los 10 est..udiant..esest..ánident.ificados con 10 fichas~ las
fichas del 1 al 6 son mujeres y las fichas del 5 al 10 son hombres.
La ordenación de los 10 est.udiant.es es equivalent.e a colocar las 10
fichas en las 10 celdas. la primera celda para el que t.uvo la cali-





estudiante ----------~~ cel da (1.
1
Nótese que la suposición de que todas las caliricaciones son distin-
tas equivale a que no se coloque más de una richa en una misma cel-
da.
Cada colocación de las 10 richas se puede indicar por el arreglo
(r"1' ,r12,··· ,/\0)' Por ejemplo (111' (12"" '/\0)= (2,4.6,8,10,1,3,5,7,
9) signirica que las 5 mujeres (las 5 fichas 1,2,3,4,5) se colocaron
en las celdas 2,4,6,8.10 respectivamente o que las mujeres sacarán
los lugares pares, como se muess t.r-aen el siguiente 'esquema
El análisis para la determinación de las probabilidades es similar a
la rorma de la primera solución. Sin embargo, puede que sea más na-




ISUMARIO DE VARIABLES .ALEATORIAS YD': LA ':DICION
DE SU OCURRENCIA.
l. VARIABLE ALEATORIA.
El concepto de variable aloa t.or-La f'ue "inventado" principalment.e
para rebaut.izar los result.ados de un espacio muest.ra, según el int.e-
rés del experiment.ador que est.~ est.udiando el f'enómeno aleat.orio o
según la f'acilidad que f'ésuJ.tepara describir abstractamente la va-
riabilidad de un fenómeno. Pensando que X da un nuevo nombre a los
elementos w del espacio muestr-a, la variable aleatoria X se puede
ver como una f'unción del espacio muestra O al conjunt.o ~ de los nú-
meros reales. Simbólicamente:
X: O ----+ ~





Este esquema es muy claro por-que-ilustra el simbolo x con que se
rebaut.iza el elemento w y asi se dice que x es la imagen de w bajo
la regla (función o asignación) X. sin embargo, se desperdicia mucho
papal, pOI' lo que en su lugar introducimos la notación
W f----------) x = X e w)
que signif'ica lo mismo: x es el número que asignamos a w cuando se-
guimos la regla X. Fijat.e muy bien en la diferencia ent.re x minús-
cula y X mayúscula.
Ayudándonos de ambas not.ac í ones, podemos resumi r simból icarne-rrt.eel
coric e-pt.o de una variable aleat.oria X como sigue
X: O ---..+ ~
W 1 • x= XC w)
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Nola que el nombre de variable alealoria contradice su definición de
ser una 'función, sin embargo. se conserva por tradición.
Cu~ndo se habla de una función X se mencionan varios objetos asocia-
dos a la 'función X: su dominio, su cont.radomírrío y su recorrido.
El domi nio de X es el conj urrt.o de elementos que se desean rebauli-
zar. En nuestro caso, en que X es una vari.able a.LeatorLa , su dominio
es el espacio muestra O.
El contr adomi.nio de X es aquel conj unto de si mbol os que se usar'ári
par'a l' enombr ar a los elemE)ntos de O. En el caso de 1a var iabl e al ea-
toria X, se usar00 números para nombrarlos. por lo que el conjunto ~
de números reales es el contradominio de X.
El recorrido de la funci6n X, también llamado con el desafortunado
nombre de rango, es aquel subconjunto de ~ que son suficientes para
rebautizar a los elementos v.>del espacio muestra O, en símbolos:
Crecorrido de X)= i x E IRI existe un v.>E O tal que x= XCv.»r
11. MIDIENDO LA FRECUENCIA DE OCURRENCIA DE UNA VARIABLE ALEATORIA
DISCRETA.
Hay dos her rami entas: puntual mente o acumul a.damerit.e, Par a medi r1a
puntualmente. usamos la 'función ['ex). Para medirla acurnulativamente
a la izquierda, usamos FCx), que se delinen como sigue:
Puntual l 'fex)::::P(X= x)= probabilidad de que X tome exclusiva-mente Cpuntualmente) el valor x.f(x)= función de probabilidad de tipo discret.o.
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Acumulada
FCx) == P (X S x) == probabi 1i dad dE? quq X t.ome el valor
de x o menor a x.
x
FCx)= L P (X=t)
t =-(()




Con cualquiera de las lunciones FC:x) o lex) podemos dar 1a ocu-
rrencia de que X tome valores en cualquier conjunto E, o sea, pode-
x
mos eval uar P (X E E) == I P (X=:t).
LEE
Si nos dan como dato FCx) , ¿cómo evaluamos la ocurrencia de un even-
to arbitrario E de números reales? Cuandoe1 evento E consiste de un
s610 númer o. di gamos que E= {x ~ tenemos
[]
c x) ::;P (X = x):;:esal to de F en :x)
lex) -= evalor de F en :x) - Cvalor
l(x) == F (x) - F (x-)
de F ant.es de x)
Cuando E tiene más números y consiste de todos los enteros entre dos
números particulares a y b resultan las siguientes alternativas
,- Pea S X S b)= F(b) F (a-)
Pea < X ~ b)= F(b) F (a)
P (a < X < b)= F(b-) - F(a)
Pea S X < b)= F(b-) - F(a-)
¿C6mo saber si la lunci6n ¡ex) es un lunci6n de probabilidad puntual
Csin importar que represent.e apropiadamente al experimento)? Debe
cumplir la delinición:
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[._. __ •__ ----C. •. . • . .__ -,
CI) I
f ex) ;:: o y 2~fex) =: 1 .•
-00
---------------_. ---_ ...
¿C6mo saber si Fe:>{) es 1 a funci 6n de di str ibuc í, 6n acumu I ada? Debe
cumplir
FC -(0)::.: P [x ~ -0:»:::: P (0) == o
FCif.;)= P(X 5 (0)= p(O)= 1 .
L__ ~. x) .~.~::_iec r ec~.ent,e J
111. MIDIENDO LA FRECUENCIA DE OCURRENCIA DE UNA VARIABLE CONTINUA.
Cuando X es una var i abl e conti nua, su recorz-.i, do es algún tipo de
segmen'!;,ode la rect.a de números reales, ql..letiene tantos pl..mtosque
es un conjunto no contable. Sin embargo, a pesar de que hay tantos
puntos en el recorrido, la probabilidad de que tome el valor de un
punto particular x. es cero:
Pero las probabilidades de que tome cualquier punto de algún inter-
valo de los siguientes tipos Ca,b), Ca,bJ. [a.b). [a,bJ son:
b
P (a < X < b) = J r e x) dx
a
P (a < X :s; b) = P (a < X < b) + P (X b) = P (a < X < b)
En forma similar:
pea 5 X S b)= pea < X < b)= PCa ~ X < b)= PCa < X ~ b)
Interpretación de la funci.ón de densidad f(x~:











IReLación entre f(x) y F(x):
FCx)= I XrCX)dX
-00
y rc x) = ~x Fe x) == F" Cx)
Expresando probabiLidades con La función acum.uLada:
PCa S X S b)= FCa) - FCb)
Para el caso continuo no tiene importancia hablar de intervalo ce-
rrado, intervalo abierto. abierto por la izquierda o abierto por la
derecha\ pues la probabilidad de cada uno de ellos resulta ser la
misma. Esto se debe a que la probabilidad en un punto es cero.
Por lo tanto




POR SI YA SE TE OLVIDO.
SUMAS F'I NI TAS.
No~aci.ón. La sumatoria ¿, es sólo un simbolo para abreviar la expre-
sión correspondiente a la suma de n objetos. Es decir
n




+ .. + a
n
í :: 1
ALGUNAS PROPIEDADES DE LA SUMATORIA.
Propiedad aditiva:
n n n
(2) Le a¡ + bJ ::; ( a + b1) + ( a + b2) + .. + ( a + b )= I a + ¿ b1 2 n n 1 1
I :: i ::1 í = 1
Propiedad homogénea:
n n
(3) I(caJ= ea + ea + .. .+ ea = e ¿ a.1 2 n 1





a - a )

















e) + ( a +
2








L a. + c=1
n
¿ a + ei
i = 1 i ::1
Contraste (6) Y (5) ¿Ves la diferencia al considerar paréntesis en
los términos de la sumatoria?
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ALGU1..jAS SUMAS FI NI TAS UTI LES:
n
(7) L i= 1 + "'J -i-,-,
i :::1
n
e8) I ,2 1 + 4 +1. ;:::
i :::1
+ n -- ~ 11 (n+l )




i- = 1 + 8 +. , ' + 3n _ ( nCn+1)J 2"-'- 2--
i :::1




2r + n.. ' + l' =
1 _ r n+ 1





r + r +
n. , ,+ l'
n+ i
I~ - r
- -----,1---,-1'-- r ~ 1
i :::1
SUMAS 1NFI NI TAS.
Serie geomé~rica:
00
C13) I r i = 1 + r- + r 2 +
j=o
1 Ir I < 11 - l'














1. xSea la función de densidad de X definida por fCx)= 10 ' con x; 1,2,
3,4. Det.ermina
a) P [x s 2)
b) P (2S X -c 4)
R: 0.30, 0.90
2. Para cada uno de los siguient.es incisos det.ermina la constant.e C. de
modo que fex) liene las propiedades de una función de densidad.
a) fex)= c x , x= 1,2, . ,26
b) 3 0,1.2.fCx)= cCx + 1) x==








por' si ya se te olvidó.
3 X ( 1 ) ( 5 ) x- i - ,..., 3. Sea con función de densidad :fCx)= ~ ~ ,x- 1, c., .
a) Muest.ra que fex) es realment..e una función de densidad.
b) Det.ermina FCx)= P [x s x),
c) Calcula P (4 ~ X S 7)
x= 1, 2, 3, ...
R: FCx) = 1 CE1/6) ". x= 1,2,3 •.
P(4 S X S 7)= F(7) - F(3)== (5/6)3 7e 6/6)
4. Supón que la densidad de probabilidad fCx) de el t.iempo X de una
llamada t.ele:fónica int.ernacional medida al minut.o más cercano, es
x 1 2 3 4
fex) 0.2 0.5 0.2 0.1
a) Calcula P(X S 2), P(X < 2) Y P (X 2: 1)
b) Calcula y gra:fica la función de dist.ribuciÓn acumulada. F(x)
cont.ra x
R: PCX S 2)= 0.7; PCX < 2)= 0.2; PC X ? 1) ==1.
3!1
J:3. Se 1anza una moneda honest.a t.ant.asveces como sean necesa¡-ias hast.a
obtener una águi 1 a. Sea X el númer o de ensayos hast.a obt.ener 1 a pri--
mera águila
a) Encuent.ra el rango de X Cel recorrido de X)
b) Encuent.ra la ~unción de densidad de X
c) Cal cul a P (X :s; 4)
R: (recorrido de X)= ~1 ,2,3,... ~
ICX)~ C1/2)x; x= 1,2,3, ...
6.
2Sea X una variable alaat.oria con densidad f(x)= 3C1 - x) 0< x <1.
Calcula
a) P (0.1 < X < 0.5)
b) P (X > 4)
c) (O. 3 < X < 2)
7. Encuent.ra el 50-avo percent.il (mediana), el 25-avo percent.il (primer
cualt.il), el 75-avo percent.il (t.ercer cualt.il) y el 90-avo percent.il
(t.ambién llamado el noveno decil) para las siguient.es densidades
3
fex) = 4x ,a) O < x < 1
b) f(x)= -xe O < x < 00
8. Cinco mujeres y cinco hombres se ordenan de acuerdo a su califica-
ción en un examen. Sup6n que no puede haber dos con la misma califi-
cación y que t.odas las lO! ordenaciones son igualment.e posibles. Sea
X la variable aleat.oria que que denot.a el lugar más alt.o obtenido
por una mujer (por ejemplo X= 2 si el pr-imer lugar lo obt.uvo un hom-
bre y el segundo una mujer). Encuent.ra P(X= i), i= 1,2, ... ,10
9. Sea X que represent.e la diferencia ent.re el número de águilas y so-
les obt.enido cuando t..ma moneda se lanza n veces. ¿Cuáles son los po-
sibles valores de X?
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I10. Supón que conoces la función de'dis~ribuci6n F de una variable alea-
t.or-ia X. Expl ica cómo se. puede de~er minar P [x =1) .
11. La can~idad de ~iempo en horas, que una compu~adora funciona an~es
de sufrir una descomposLura es una variable alea~oria conLinua con






si x > o
si x < o
¿Cuál es la probabilidad que una computadora funcione entre 50 y 150
horas an~es de descomponerse? ¿Cuál es la probabilidad de que fun-
cione menos de 100 horas?
R: -X/100A= 1/100; FCx)= 1 e
. P (50 s X s 150) = FC150) - FC50) = -1/2e -3/2e 0.3833
12. El tiempo de vida (en horas) de una lámpara es una variable aleaLo-
ria que tiene densidad dada por
si x S 100
si x > 100
¿Cuál es la probabilidad que exac~amen~e 2 de 6 lámparas sean reem-
plazadas den~ro de las primeras 160 horas de operación? Supón que
los even~os E., i: 1,2,3,4,5, que la i-ésima lámpara ~enga que reem-
I
pl azar se dentro de este tiempo, son i ndependi ent.es.
TIP: Primero encuentra la probabilidad p de que una sola lámpara,
cualquiera de las producidas, se reemplace dentro de las primerasJ60
horas de operación: p= eX s 150); e interpreta la p como la probabi-
"(
lidad de "falla" (águila) de una sola lámpara. Después toma 5 lámpa-
ras (piensa que tiras 8 volados) e inspecciona cada una para ver si
sal e "águi 1a lO Cf all a) y contabi liza con Y el total de 1as 1ámpar as
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dardo al origen del bLanro ,
t) Haz un diagrama en que se muestre la regla X del espacio mues~
t.r a () a los reaJes.
i. t) Da el r ec or r í do de X.
tii) Considera un corij urrt.o de los reales, digamos E= (X 5. 1/4), de-
termina qué subconjunto A de () está generando E. Encuentra la
probabilidad de E.
tv) Se ganan 100 pesos si el dado cae a 1..madistancia del origen me-
nor que 25 cm. Se ganan 50 pesos si la distancia está entre 25
y 50 cm, Encuent.ra la probabilidad de ganar 100 pesos y la pro-
babilidad de ganar 50 pesos.
'v) Encuent.ra la probabilidad de que el dardo caiga exactamente a
una distancia de 24 cm.
R: i) [0,1]
tO 1/'16.
i t i) 1/16; 3/16
tv) O.
16. Consi der a que se t.oma un númer o al ea t.or i o del i nt.er val o 0= e 0,1) .
Deíine la variable aleatoria X por
x. O --~) !R
W I ) x= XCw) = posi ci 6n del pr i mer di gi t.o di sti rrt o de cero en
el número w.
i) Da el recorido de X.
i L) Da J os correspondientes subconjuntos de 0, generados por' los
eVt2.ntos (X=3) , (X=4) y (X=n) dt2.'R. También de las probabilidades
de est.os eventos, consi dar ando q1..1elos. el emantos de () son igual-
mente probables.
R: i) i1,2,3, ... ~
ti) P (X=3) == P (.001 5. w < .01 J:::: .009
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con falla Ccon'labiliza el 'lo'lalde "águilas").
R:
150
p= I fCx)dx= 1/3.
100
13. El tiempo que tarda en repararse una compu'ladora personal es una va-




si O < x < 2
en ot.ro caso
El cos'lo de reparación depende del 'liempo que 'loma hacerlo y es
igual a 40 + 30~ cuando x es el 'liempo. Calcula la probabilidad
que el cos'lo de reparación es'lé en'lre 50 y 70.
r=>
TIP: Llama Y al cos'lo de reparación: y= 40 + 30Y X
Nos pregun'lan P(50 s y ~ 70), para encon'lrarla expresa el even'lo
(50 ~ Y ~ 70) en 'lérminos de la variable X.
R: p(eo s y ~ 70)= p(eo ~ 40 + 30~ s 70)= P(4/9 s X ~ 1)




14. Para el ejemplo 7.12, calcul a la función de probabilidad de la dis-
'lancia en'lre la descompos'lura y la est.aciÓn de servicio más cercana
para
a) La geome't-ria ac't-ual.
b) La geometria sugerida.
16. Se 'lira un dardo a un blanco circular de un me'lro de radio. El espa-
cio mues'lra es
Supón que 'lu pun'leria es 'lal que el dardo puede caer el cualquier
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